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Collective  Motion  in  Fermi  Droplets. 

G.  BEETSCH 

Department  of  Phyeics,  Michigan  State  University  �  East  Lansing,  Ml  48824 

1. ­ Introduction. 

Tln?se  lectures will  discuss  the dynamics  of  quantum  systems  of  fermioiis 
bound by their  own interactions.  The main motivation and application of  the 
techniques I will discuss is  to nuclei  which exhibit  a great  variety of  possible 
behaiior  in  their  response.  However,  the techniques are certainly  quite  gen­
eral and applicable  in other system.s  as well.  In particular, systems of  simple 
atoms  such  as  alkali  metal  clusters  exhibit a  number of  properties similar to 
those  of  nuclei. 
The first  topic  I will  cover  is  the  short­time  response  to  ono­body fields. 

A very successful technique for  dealing with this situation is mean­field  theory, 
which I will review.  The nuclear  giant resonances  are examples  of  properties 
of  the  system  that  are  well  described  by  mean­field  theory.  The  one­body 
physics  is  not  adequate  to deal  with  the  long­time  behavior  of  the system, 
and how to treat  that is  the main  subject  of  these lectures.  We always  begin 
by dividing the Hamiltonian into a mean­field part and a residual interaction. 
In  favorable  cases,  the  residual  interaction  allows  us  to  define  a  collective 
Hamiltonian  that  operates  on  some fictitious  degrees  of  freedom,  which, 
however, correctly  simulate the motion and  response of  the system.  Examples 
of  large­amplitude  motions  that  require  a  collective  treatment  are fission, 
exotic  radioactivity  and  the  mixing  of  rotational  bands.  We  will  construct 
from  simple  models  of  the  residual  interaction  the  collective  Hamiltonian  to 
describe  these phenomena. 
At moderate excitation energy a  question can  be posed  about  the system, 

whether  the  motion  becomes  random  or  is  still  collective.  The  venerable 
compound­nucleus  model  of  nuclear  physics  assumes  that  the  motion  in  an 
energy oigcnstate  is  ergodic, but it is far from  clear how this can  be  justified 
from considering  the properties  of  the  residual interaction.  In  fact,  in  some 
systems  the  Hamiltonian  can  have  substantial  random  character  and  still 
produce cigenstates  that are localized.  On  a  shorter  time  scale,  we  can  ask 
what  macroscopic  equations  are  appropriate  to  describe  the motion  in  var­
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ious  energy  domains.  At  moderate  excitation, one expects  dissipation  in  the 
equations,  hut  so  far  only  crude  attempts  have  been  made  to  estimate  the 
parameters.  At the end of  my lectures I "will briefly consider  these issues with 
the  Hamiltonlans  that  are  developed. 

2. —  Single­particle motion. 

The starting  point  of  theory  is  the Slater  determinant  wave  function for 
the  many­particle  system.  In  this  section  we  will  discuss  the  dynamics  of 
individual Slater  determinants,  and  later  we  will  combine  them  together  to 
describe the complete motion of  the system.  In principle one constructs Slater 
determinants as  the stationary  solutions  of  Hartree­Fock  equations.  In  prac­
tice, in  nuclear  physics,  the interaction  is  too  strong  to apply Hartree­Fock 
theory  directly  to  the  Hamiltonian.  Instead  one  makes  an  effective  inter­
action  which  at  the Hartree­Fock  level produces  a model for  the wave func­
tion  that satisfies  the empirical  constraints  on  nuclear energies and densities. 
The  effective  interactions  can  be  chosen  to  be  convenient  for  calculations; 
density­dependent  contact  interactions  (delta­functions)  work  well [1]  and 
are  commonly  applied,  using  a  parametrization  scheme first  proposed  by 
SKTEME.  The  analogous  theory  in  solid­state  physics  is known  as  the den­
sity functional method [2];  in  treating  electrons  in  solids  the major  interac­
tion is,  of  course,  the  Coulomb,  but wave  function  effects  that  are  not  con­
tained  in Hartreo theory  can  be easily incorporated  with a density­dependent 
contact  interaction.  We  formulate  the  Hartree  theory  beginning  with  a 
Hamiltonian density that is  a functional of  the particle density matrix,  j)(r, r'), 

(2.1)  ^ = 

Here  '^[Q]  is  the potential­energy  density  and  the first  term  is  the  kinetic­
energy  density.  We  have  already  specialized  to  product  wave  functions  to 
write  that  term as a  sum over  single­particle wave functions  <p.  The Hartreo 
equations  for  <p  are  derived  by  minimizing  the Hamiltonian  with  respect  to 
variations  in  9?.  Of  course,  we  require  that  the variation  preserve  the norm 
of  the wave function, which introduces a Lagrange multiplier Bi  into the Har­
tree equation, 
(O  H  _L 

In  this  equation  the  single­particle  potential V  is  the  functional  derivative 
of  with respect to the density matrix.  I shall assume in these lectures that 
the Hartree wave functions  and energies  are known  and available; I will not 
discuss  any  details  in finding  the solution  to  the equations.  In general,  the 
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Hartree  theory  has  many  solutions,  differing  in  the  nodal  structure  of  the 
occupied  orhits.  In principle  the different  Hartree states are  not orthogonal, 
but  in  practice  the  solutions  to  the  Hartree  equation  have  differing  orbital 
symmetry  that makes  them orthogonal,  or,  if  they have  the same symmetry, 
the overlaps arc very small.  We shall treat the Hartree states as if  they were 
orthogonal. 

2*1.  External  fields and  the linear  sum rule. ­ One way to study the dynam­
ics of  a system is  to find its  response to an external field, and  we shall  adopt 
this  approach  in  treating  the  single­particle motion.  A general  time­depend­
ent  external field Q(r)Q(r, r) can  be  added  to the Hamiltonian  density.  The 
problem  to  be solved  is then  the time dependence of  the wave  function  that 
evolves from  a given initial condition.  The equations  of  motion are the  time­
dependent  Hartree  equations,  which  have  the  form 

(2.3)  +  = 

The effect  of  the external  potential  on  the wave  function  is  easily  found  in 
the case  that  the field  is  applied  impulsively,  i.e. we switch  the field on  and 
off  over  a  very short  time interval.  Putting this delta­function  time depend­
ence into eq. (2.3),  wo find  that  the  immediate  effect  on  the  wave  function 
is  only  to give  the individual  particles  a  complex  phase, 

(2.4)  <p,{r, t = 0+) = exp [— iQ]<pt(rj t = 0_), 

where  now Q[r)  is  the  coefficient  of  the delta­function  in time.  In  this per­
turbed state, the particles have an added momentum  V^.  The kinetic energy 
of  the  particles  is  thus increased  by  the amount 

(2.5)  m 
2m 

Immediately after the impulse  the density  of  the particles is  the same, so  the 
potential energy  is  unaltered.  Thus the total energy introduced into  the sys­
tem  by  the field  is  given  by  (2.5).  If  we  resolve  the final  state into energy 
eigenstates,  and  determine  their  amplitude  by  considering  the field  Q  as  a 
perturbation, we  obtain  the  energy­weighted  sum  rule  (EWSR) 

(2.6)  limmJS.­E,) =1 i^"«(r)dV. 

Here the initial Hartree state  is  labeled  i and  the  energy  eigenstates  in the 
final  state  are  labeled  f.  We  also  define  the  single­particle  density  n{r) — 
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= C(r, r).  This  sum  rule is  very important  for  analyzing  the  response of  the 
system.  Because it involves only the vcry­short­time behavior of  the particles, 
it is  independent  of  the interaction.  We often  use  the sum  rule  to  provide  a 
normalization  to  the  values  of  a  measured  or  calculated  operator  strength 

The  particles will  move  with  the altered  momentum and  the wave func­
tion changes in amplitude as well as phase.  If we expand the  time dependence 
of  the  solution  of  eq.  (2.3)  in  a  power  series  in  time, to next  order  the time 
dependence  is  given  by 

{^�7)  «> 0) as expt—exp [—([//,  0^) ft; 

ftoxp[—exp  OJ . 

I wrote the time dependence in an exponential rather  than as an added linear 
term  to  preserve  the  normalization  of  the  wave  function,  which  imposes  a 
condition  on  the second­order  time dependence.  Also,  in going to  the second 
line  of  eq.  (2,7)  I a.ssumed  that  the Hamiltonian  is  completely  local  except 
for  the  nonrelativistic  kinetic­energy  operator.  The  ultimate  effect  of  the 
derivative operator  in  eq.  (2.7)  is  to shift the  wave function  hy  the distance 
the particles  with  a velocity WQjm would move in a time 

(2.8)  y­.Cj <> «)  exp [—^ ̂  � 

Besides the displacement of  the particles,  there is a change of  amplitude given 
by  the  divergence  of  tho  velocity field.  The  impulsive  potential changes  the 
wave  function  hy making  a  coordinate  transformation  on  the  arguments  of 
the single­particle  orbitals.  Since all  the orbitals  are  displaced  the same way, 
the orthogonality  is preserved.  Thus, if  the initial state is  a normalized Slater 
determinant,  the final  state will  automatically  be one  also.  So far all  of  the 
physics  has  been  kinematics,  with  the Hartreo  potential  playing  no  role. 
I conclude this section with a formula for  tho inertia associated with single­

particle motion.  It is first  necessary  to  define a collective coordinate.  I will 
take  tlie general form  of  eq. (2.8),  taking the coefficient  of  VQ  as a collective 
variable e 

(2.9)  +eVQ, 0_). 

Then, if  the excitation  energy  of  the system  can  he  expressed  as a constant 
times  e',  the  inertia  is  I  in  the relation 

E— Ef^= 
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I obtain  from  the  EAVSE,  eq.  (2.6),  and from  eq.  (2.8) we  see that 
the collective  coordinate  is  e = tjm.  Then  the  inertia  is  found  to bo 

(2.10)  l = mj\VQ\ *n d»r. 

This is  identical to  the classical inertia  of  an irrotational fluid.  It is the smal­
lest possible inertia  for motion with a  given time rate of  change of  the espec­
tation  value  <$>.  To  take a  specific  example,  consider  the  quadrupole field 

(2.11)  Q =  —^2/2,  VQ =  2z). 

The inertia  associated  with  the field  is evaluted for  a spherical system  to  be 

(2.12) 

wliere A is tlie number of  particles in the system and  <r«>  is the mean  square 
radius  of  the  density  distribution. 

2*2.  Cubic  sum  rule  and  the  diabatie  frequency. ­ When  the next  order  of 
i  is examined,  wo  encounter  restoring  forces  that  slow  down  the initial mo­
tion.  Formally,  the wave function  to the next  order  in  time is  VTitten 

(2.13)  0) St; expf—exp  cxp  (?]]]y.(r, 0_). 

If  we  restrict  ourselves  to incompressible fields,  the  double  commutator  has 
the form 

(2.14)  Il­V  =­^­^  ^ V.iV„ + ­^'VF. L  m  J  m*  m 

The second  term, proportional to  the gradient  of  the Hartree  potential, con­
tains the physics of  the deceleration  of  the particles due to their displacement 
in  the  potential field.  However,  the  Hamiltonian  is  also  changing  in  time, 
and with  the self­consistent potential  there is an additional term  at this order 

(2.15)  i/{0 = H(0_) + |^5e(«). 

In  the limit  of  short­range interactions,  the last  term  just  cancels  the poten­
tial term  in eq.  (2.14).  Physically, there is  no deceleration  from the potential 
if  the potential  moves  along with  the  density.  The  entire  restoring force  is 
then  due  to the first  term, which  we will  now interpret  physically. 
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Let US  return  to  the example  of  a  quadrupole field, eq. (2.11).  This is  the 
simplest kind  of  incompressible motion  possible, a uniform shear  displacement. 
Then  the displaced  wave function  from  eq.  (2.8)  is 

(2­16)  9',(a'(l — e), y{l —  e), 2(1 + 2e)) . 

This  transformation  is  just  a  uniform  rescaling  of  the  three Cartesian  coor­
dinates in  the original  wave function.  If  the wave  function has  nodes, its  ki­
netic energy  will  be changed.  In eq.  (2.16),  we  squeezed  the function  in  the 
2­direction,  so  its nodes  along  that axis  will  be closer  together  and  the r.m.s. 
momentum  in  that direction  will  be  higher,  making  a  larger  kinetic  energy. 
A good  way  to  look  at  this is  with  the Wigner  representation  of  the single­
particle  density matrix,  which  is  the  quantum  generalization  of  phase  space 
density.  Any  transformation  induced  by  single­particle  operators  preserves 
density  in  phase  space,  so  a  compression  in  the  spatial  coordinate  must  bo 
compensated  by  an  expansion  in  the momentum  coordinate. 
Our quadrupole field compresses  the momentum distribution  in  the x and  y 

directions  and  expands  the distribution  in  the  2­direction.  This  is  illustrated 
in fig. 1.  To first  order in  the deformation  there is  no change in  the total en­

Pig. 1. ­ Deformation  of  Fermi surfaco  aRsociated  with  the scaling  transformation of 
the  wave  functions,  cq.  (2.16). 

orgy, but in second order the kinetic energy increases.  We can work  out what 
the  increase  is  for  an  arbitrary  deformation  s in  a  Permi­gas model  of  the 
system.  Because we  are looking  for a quantity of  second order  in e,  we have 
to make sure  that  the deformation  preserves volume to  that order.  An  easy 
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way  to do  this is  to replace  the linear scaling  in  eq.  (2.13)  by  the equivalent 
transformation 

(2.17)  ^'=^exp[—e],  y'=yexp[—s],  z'=zexp[2e]. 

Then  the energy  change  per  particle may be easily  evaluated  in  the Fermi, 
gas model;  the result  is 

(2.18)  AE _ <p^> + <PI> + <pl>  ^  P'  __ 
A  '2m  5 2m 
^ pi exp [—2s] + PI exp [—2£] + p| exp [4s] ­ Zpl _ ^ ̂  ,  >r,,  g. 

Idm  ~ 5m^ 

This  equation  implies  a  very  large  energy  cost  for  small  changes  in  shape, 
because it is  proportional to  the volume  of  the system  and  to  the Fermi  en­
ergy.  By  constrast,  in  a  liquid  the deformation  energy  cost  is  only  propor­
tional to the surface area.  To take a numerical  example  in a nuclear  system, 
consider  a  heavy  deformed  nucleus,  and  let  us  change  its  deformation,  in­
creasing its  semimajor  axis  by 1 fm.  The  radius  is  typically  about  7 fm, so 
the  deformation  changes  by  Ae = 0.07.  For  mass  A = 200  the energy  cost 
from eq.  (2.18) is 100 ileV. This is enough  excitation energy  to emit a  dozen 
nucleons  and  completely  change  the character  of  the nucleus. 
There is a more formal way we can  calculate the deformation  energy.  The 

overlap of  the state created with  the operator  (2.14) and the state made with 
the commutator H  and Q  can be succinctly  expressed  in  terms of  a new  sum 
rule,  the  cubic  energy­weighted  sum.  This  is  given  by 

(2.19)  S3 = X </|e|i>'(E,­£,)' = ­<i|[ff, QIB, [H, (?]] |j>. 
f 

This  sum  rule  is  quite  useful  in  discussing  small  systems of  particles, but  it 
has also been applied to infinite systems, particularly  the interacting electron 
gas  [3, 4].  Some lengthy algebra  is required  to evaluate the expectation value 
on  the  right­hand  side  of  eq.  (2,20).  The  result  for  incompressible fields  Q 
reduces  to  the sum  of  three  integrals, 

(2.20)  fdvX (V„V.(?)(V„V.§)X(VA?.r)(V,?.,) + 
^ J  ftrX  i 

�\  1  XT'. 
+ ̂  J d VV � (w V^) (VQ) * (^^) + ̂  J dV d V V � in VQ)r  VQ � VK,. . 

The  last  two  terms give  the effect  of  the potential.  These  terms  cancel for 
short­range  interactions.  The first  term  in  this  equation  involves  the single­
particle kinetic energy  in the ground state, and when  evaluated in  the Fermi­
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gas model  is  just  the deformation  energy  of  the Fermi surface  that was  dis­
cussed  earlier. 
To  make the connection  with  eq. {2.18)  more explicit, recall  that the  am­

plitude  of  the motion  is  {H, (?] e in a time­dependent description.  For a static 
deformation  energy,  we  require  the  dependence  on  e  itself.  If  the motion  is 
harmonic, this  can he done  by dividing by  the frequency.  We may also  turn 
this around  and define  an  average frequency  as the ratio of  sum  rules, 

(2.31) 

This  is  called  the  diabatic  frequency,  because  it  is  derived  from  the  short­
time  behavior  of  the  system.  This  formula  may  also  be  derived  by  exam­
ining the high­frequency  response of  the system  [3].  If  the response is  expres­
sed  as a  power  series  in  the inverse  frequency,  the coefficients  are scon  to be 
commutators of  the Hamiltonian.  Assuming the response to be dominated by 
a single pole, the frequency may be found from the first two terms in the power 
series  and  is  identical  to  eq.  (2.21). 
If  we  express  the sum  rules  in  terms  of  the deformation­dependent  ener­

gies, the  ratio  (2.21)  is nothing more than  the classical oscillator  formula, the 
ratio  of  a  spring constant  to  an  inertial mass.  We  now  have all the  ingre­
dients  to  determine  the  giant  quadrupolc  mode  of  oscillation.  Taking  the 
numerator  from  eq.  (2.18)  and  the  denominator  from  eq.  (2.9)  and  (2.12), 
the quadrupolc frequency  is given  by 

(a.22)  6  Pi 
^  m(r')A  T)  m'<r*) * 

We see that  the frequency  is  inversely proportional  to the radius  of  the sys­
tem.  For  nuclei,  the  predicted  quadrupolc frequency  is  at fiSMeV/A^  This 
value  matches  well  with  the  experimental  location  of  the  giant  quadrupolc 
vibration.  The obsen­cd  vibration  has  about  75% of  the EWSR,  so  the sin­
gle­particle  motion  is  predominant.  The  amplitude  of  the  vibration  can  bo 
calculated  from  the  total energy  of  the excitation.  If  one quantum of  vibra­
tion  is  excited,  the  amplitude  for  our  heavy­nucleus  example  comes  out  to 
Ae  = 0.025.  This  is  really  very  small,  when  one  considers  that  in fission 
deformations  with  amplitudes  of  the  order  of 1 are  required  to  go  through 
the fission  barrier. 
I have also  analyzed  the diabatic motion  of  electrons  in  small metal par­

ticles  [5].  The  electrons  are  quite  well  described  by  mean­field  theory  and 
the same  considerations  apply.  In  this  case  the  dominant  interaction  is  the 
direct  Coulomb,  producing  the  plasmon  as  the  collective  single­partiele  ex­
citation.  Corrections  to  the classical  plasmon frequency  are  found  when one 
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evaluates  the diabatic formula  in  the mean­field  ground  state.  The  formula 
for  the plasmon ends  up  having  the structure 

(2.23)  3m  \  U 
where  a  is  the  surface  thickness  of  the electron  density  distribution  and  R 
is the radius  of  the particle.  The first  term is  just the classical Mie frequency. 
The  quantum  corrections  wliich  mean­field  tlieory  predicts  are  all  contained 
in  the  second  term.  There is  no  deformation  energy  of  the Fermi surface in 
this  case because  the electrons  are displaced  uniformly  in the Mie oscillation. 

2*3.  Polarizability  sum  and  the  adiabatio  frequency.  ­ Another  important 
sum  that  I mention  for  completeness is  the polarizability,  defined  by 

(2.24)  a = 2>S_, = 2 2  . 
/ 

Because  of  the inverse  energy  weighting,  this sum gives more importance  to 
low­frequoucy  modes,  which  are  often  the ones  of  greatest  physical interest. 
One can  define an  average frequency  of  a  mode  using the  polarizability  sum 
along  with  the  linear  EWSE.  Unfortunately,  a  cannot  be  expressed  as  a 
closed  integral over  the ground­state  variables.  To apply  the sum,  one must 
either  solve  the  Hartree  problem  explicitly  in  an  external field  to  polarize 
the system,  or  one must make further  approximations  to  reduce  the Hartree 
Hamiltonian  to  a  classical Hamiltonian. 
It is  found  that  the shape  polarizability  of  a Fermi droplet  is very  sensi­

tive to  the specific  shell structures  of  the system.  For  particle numbers  such 
that  the  valence  shells  are  closed,  the  polarizability  formula  gives  a  result 
not  very  different  from  the  diabatic  approximation,  but  for  open­shell  sys­
tems  the polarizability  can  be very  largo with  transitions between low­energy 
single­particle  states.  In  nuclear  physics,  the  spin­orbit field  introduces  a 
shell  structure  that  is  rather  easily  distorted  by  a  quadrupole field.  What 
emerges  is  that  the  quadrupole  strength function  has  a  low­frequency  com­
ponent in addition  to the giant quadrupole vibration.  The amount of  strength 
in  that  component  is only 10%  of  the  EWSR,  but  the  matrix element  can 
be  very  large  if  the frequency  is  low.  This happens in  the deformed  nuclei, 
where  the strength  is  concentrated  in  a state  that is  physically  just  part  of 
the ground­state  rotational  hand. 

3. ­ Shape changes  by  configurational  rearrangement. 

"Wo  saw in  sect. 2 how  the single­particle field  could  change  the shape  of 
the  system.  The  energy  cost  for  Fermi  systems  turned  out  to  be  high,  dc­
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pending  explicitly  on  the  Fermi  energy.  A  more  favorable  vay  to  change 
shape from an energetic point  of  view is to move particles from one orbit near 
the Fermi  level to  another.  This presumes one has  a residual interaction that 
is  capable  of  connecting  the  two  single­particle  states.  We  will  discuss  the 
interaction physics  in  the next  section; here we simply  want  to count  states 
and see  how much  of  a configurational  rearrangement  is  necessary to achieve 
a given  shape  change.  The  relationship  between  shape and  energy  of  config­
urations  is  shown  schematically  in  fig.  2.  The  energy  of  different  configu­
rations is represented  by  the parabolic functions of deformation.  As one moves 

Fig. 2. ­ Schematic view of  the energy  of  a fcrmion  droplet as a  function  of  deforma­
tion  coordinate.  The  parabolae  show  the  energy  of  individual  configurations  of  tho 
constrained  Ilartroe  Ilamiltonian.  Tho  lowest­energy  path  in a  large­amplitudo defor­
mation  requires  jumping  from  one  Ilartroe  configuration  to  another. 

in shape from a given Hartree  minimum,  one  reaches  a  crossing where  it be­
comes  energetically  favorable  to  change  configuration. 
The  counting  of  states  can  be  done  by  making  the  deformation  in,  two 

steps.  The  first  step  uses  the  single­particle  field,  achieving  the new  shape 
at the cost of  a deformed  Fermi surface.  In the second  step, the particles are 
moved  between  orbitals  to  restore  the  spherical  Fermi  surface.  In  the  clas­
sical limit,  moving particles  in  momentum  space will  not  change  the density 
distribution,  as long  as  the  volume  in  momentum  space  remains  the same. 
The  main  obstacle  that  can  arise  in  carrying  out  this  procedure  is  that 

the particle wave functions  may  not  separate  cleanly  into states  above and 
below the  Fermi sphere.  A given wave function  might  be distributed  partly 
above and  partly below  the Fermi energy.  Certainly in the original represen­
tation  of  the wave  function,  the  transformed  orbitals  will  straddle  the  sur­
face of  the Fermi  sphere. However, any orthogonal transformation among  the 
occupied orbitals has  the same Slater  determinant wave function,  so  a  repre­
sentation might to be  found to separate particles above and below  the Fermi 
sphere. For example, diagonalizing  the single­particle  Hamiltonian within the 
basis  of  the occupied  orbitals would  separate tho  single­particle state  by en­
ergy.  However,  the  difficulty  of  orbits  straddling  the  Fermi  level  can  only 
be  overcome  if  there is  an  integral  number  of  particles  above  the  spherical 
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Fcnui  surface.  Otherwise,  moving  integral  numbers  of  particles  could  not 
restore  the  spherical  shape.  This  seems  to  be  the most  important  condition 
in  practice in  making a  deformed  state of  low excitation energy. 
We,  therefore,  deform  the  system  enough  to  put  an  integral  number of 

particles  above  the  Fermi  level,  and  then  rearrange  those  particles.  Since 
local density is nearly preserved  on both transformations,  the potential energy 
associated with a short­range interaction will be  the same.  The kinetic energy 
is also preserved,  with the Fermi  surface restored  to spherical.  Thus  the new 
state will  have nearly  the same energy as the original state, with the  changes 
being due  to finite­range  effects,  and  the possible imperfections  in the Fermi 
surface with  the new occupation  numbers.  On  the average,  this  latter  con­
sideration  would  favor  neither  the  initial  nor  the final  state,  and  so  would 
not  produce  any  systematic error. 
This procedure gives  us a systematic way to  change  the shape of  the sys­

tem, keeping always  to low­energy  states.  Let  us see how this  works  for  the 
quadrupole field.  We first  use the field to change  the shape, ghing a deforma­
tion  e.  The  new  Fermi  surface  is  now  deformed  by  the same  amount, and 
the number  of  particles above  the spherical Fermi surface  is given  by the  in­
tegral 

2A  1 

(3.1)  =  = 

^  0  x/Va 

In  this  equation 'f  is  the spatial  volume of  the droplet  and  y  is  the degen­
eracy of  the orbitals  due to internal quantum numbers  (spin  and/or isospin). 
In  the last  step we expressed  the phase space  volume  in  terms  of  the  total 
number  of  particles  A in  the  system.  The  rate  of  configurational  change as 
the nucleus changes  shape is  then  given  by 

(3.2) 

where % is  the number of  particles that  are moved  in a given  configurational 
change. 
Equation  (3.2)  works  quite well  both for  light and  heavy  nuclei, in  cases 

where it  has  been  compared  to more  detailed  treatments  of  the wave  func­
tion.  In  light  nuclei,  there  are  states  at  relatively  low  excitation  known  to 
be  highly  deformed,  exhibiting a  rotational­band structure with  large  quad­
rupole  transition  strengths  between  members  of  the  band.  According  to 
Hartree calculations,  these states  are made  by moving 2  protons and  2  neu­
trons from  an  orbital  with  a  largo negative  quadrupole moment  to one with 
a  large positive  moment.  The deformations  of  these states  arc quoted  in  ta­
ble I, comparing the empirical  observed deformation  with eq. (3.2).  The agree­
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TABLE  I. ­ Characteristics  of  deformed  states  in  light  spherical  nuclei.  Equation  (3.2) 
is  applied  \vith n, = 4. 

Nucleus  Deformation 
eq.  (3.2)  experimental 

i«0  0.22  0.26 
"Ca  0.085  0.082 

ment  is surprisingly  good,  considering  that  eq.  (3.2)  is  based  on  Fermi­gas 
arguments  and  the  average  behavior  of  orbitals  without  any  specific  shell 
effects. 
It is amusing to also look at the excitation  energy of  these deformed states. 

According to  the Fcrmi­gas  picture,  the kinetic energy is the  same as in  the 
ground  state, and  the  potential  energy  is  nearly  the same  for  a  short­range 
interaction.  Energy  differences  come from  liquid­drop  considerations, namely 
the  increased  surface  energy  in  the  deformed state. TOen  the  energy differ­
ence  is estimated  by  these  liquid­drop  considerations,  it  comes  out  in  rea­
sonable  agreement  with  the  observed excitation energy.  Ilowever,  this com­
parison  is misleading because  the Hartrce  calculations  only  confirm  the mag­
nitude  of  the  deformation  of  these  states.  The  energies  in  Hartree  theory 
come out  too high.  In the  theory  of  heavy nuclei, very  detailed studies  have 
been made of  the single­particle level structure as a function of  the deformation 
of  the  system [6].  One  obtains  level crossing  schemes such as shown in fig. 3. 

0.23 

Pig.  3. ­ Single­particle  energies  of  neutrons  for  the  nucleus  as  a  function  of 
deformation  [6].  The  lowest  many­particlo  state  changes  configuration  at  tho  dots, 
which  are located  at  the Fermi energy. 

As  the  deformation  changes,  some  levels  dive  below  the  Fermi  energy  and 
others emerge  from  tho sea.  Each  crossing at  the Fermi energy  requires  the 
particles to jump from one level to the other in order to  remain in  the lowest­
energy state.  For  the interval  shown in fig.  3,  the total  number  of  crossings 
is 29  counting both  neutrons and protons. Equation  (3.2) gives 32 jumps, again 
adding neutron  jumps and  proton  jumps.  This  is  a  better accuracy  than  we 
know  the residual interaction,  and  is  sufficient  for  our  purposes. 
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There is one other situation  that I wUl  describe in more detail later.  That 
is  the shape  change  that  a  heavy  nucleus  undergoes  when  it  emits  a  much 
lighter  nucleus.  Such  a  decay  in energetically  allowed  for  heavy  nuclei, but 
the rate is  low  because of  the external  Coulomb  barrier which must  be  pene­
trated,  and  because  there  is  an  additional  barrier  penetration  for  the  unfa­
vored shapes.  In order to describe  the shape dynamics, we  need  to know how 
many  conhgurational  rearrangements  are  required  to  get  from  the  initial 
nearly spherical shape  to the final  shape, which  is that of  two touching nuclei. 
We do this hy applying a generalized version  of  (3.1) that includes many mul­
tipoles in  the deformation field.  The field is  defined so  that, at  the end  of  the 
deformation,  the  multipole  moments  of  the  transformed  density  match  the 
moments  of  the  touching­sphere  configuration.  This  is  illustrated  in fig.  4 

Fig. 4. ­ Outline of  touching nuclei "C and  compared with tlie parent nucleus ®"Ra 
(dashed line).  The shape obtained by deforming the  parent distribution with an  incom­
pressible  displacement field  carr3Tng  multipoles  up  to  2/ = 10 is  shown  with  the  thin 
line. 

for  the  case  of  *"Ea  emitting a  "C particle.  In order  to arrive at  the final 
density distribution,  the field must  be  broken  down  into small displacements 
and  those  applied  in  succession  to  the  original  density distribution.  The  re­
sults of  this turn out to be rather simple.  Namely, it is found that the number 
of  nucleons  that must  jump  orbit  is  about  twice  the  number  in  the smaller 
of  the  two  daughter  nuclei. 
It is  possible  to see with a simple argument  the reason  for  correlation  be­

tween  the  size  of  the  daughter  and  the  number  of  orbital  transitions.  The 
single­particle  phase  space  density  moves  with  an  incompressible fiow  under 
the deformation  transformations.  If  particles  arc moved  out  of  a  surface  in 
coordinate space,  then  to  preserve  the density  other particles arc moved  into 
the  phase  volume  through  a  surface  in  momentum  space.  In  the  complete 
transformation,  the  number  of  particles  that  are  moved  outside  the  original 
spherical surface of  the nucleus is  the number in  the small nucleus to be emit­
ted, and  a  roughly  equal number  on  the other  side of  the  large  nucleus  to 
balance  the  center  of  mass  at  the  center  of  tlie  original  sphere.  The  same 
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number  of  nucleons  should  be  moved  through  the  Fermi  surface,  and  tho 
orbital changes arc required  to bring  them back.  Later I will use  this to esti­
mate  the  radioactive decay  rates of  those  nuclei. 

4. —  Collective  motion. 

4*1.  A baby  model. ­ Before I go into any  general techniques  for  dealing 
with  the configuration  interactions, I will construct  a very  simple model  that 
exhibits  collective motion.  Let us consider  a linear  sequence of  Hartree con­
figurations,  and  a  residual  interaction  that  only  connects  nearest­neigbor 
shapes, with  a constant  off­diagonal matrix element  v.  The Hamiltonian  for 
this system is a tridiagonal matrix with  elements v  just off  the main  diagonal. 
It looks  like  this: 

­E,  V  0  ..." 
V  E,  V  ... 

(4.1)  H =  0  V  ... 

...  ...  ...  ... 

On  the main  diagonal the elements are the Hartree energies  of  the configura­
tions.  The states  are ordered  in sequence according to  their shapes—for  ex­
ample,  according  to  increasing  quadrupole  moment.  We  want  to  treat  the 
sha]>e  as  a  continuous  degree  of  freedom.  A  connection  will  be  obvious  to 
anyone who has solved  the one­dimensional  Schrddinger  equation  on  a mesh 
in  coordinate  space.  The  second  derivative  operator  in  the  Hamiltonian  is 
replaced  by  a second  difference  operator, which  corresponds  to  a  tridiagonal 
matrix.  The  same  correspondence  holds  for  the  low  vibrational frequencies 
of  a linear  chain  of  atoms.  In the Hamiltonian  (4.1),  if  the step  interval be­
tween states is  Ae, the  kinetic­energy operator —  is  replaced  by 
a matrix with 

(4.2, 

This model of  configuration mixing would  be  appropriate  in  a weak­coupling 
limit, where the interaction  is so  weak  that only  coupling between neigboring 
configurations  need  be  considered. 
In  the  nuclear  Hamiltonian  problem,  the  interaction  is  actually  strong 

enough  so  that many neighboring configurations  need  to  bo  treated  at  the 
same time.  I will improve the model shortly,  but first  I want to discuss some 
systematic  procedures  for  deriving collective Hamiltonians. 
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4*2.  Collective  momenta  and  iimtiae. —  I  begin  assnming  we  hare  a  de­
Bcription  of  the system  in  terms  of  approximate eigenstates  that  are  labeled 
by some parameter.  For  the nuclear  case, I always have in mind a  parameter 
describing  the  shape  of  the  system,  for  example  the  quadrupole  moment. 
To make  this parameter  a  collective  coordinate one  must construct a Hamil­
tonian  that  has  a  kinetic­energy  term with  a  conjugate momentum.  So  the 
next  task is  to define  momentum.  Given  a wave function  with  a smooth  de­
pendence on  the coordinate,  the momentum operator p may be defined  in  the 
usual way  by  taking the derivative  of  the wave  function  with  respect  to the 
coordinate.  It is  then possible to  use the  expectation value of  p  to construct 
states  of  different  momentum.  To  be  concrete,  let  us  call  the coordinate  z 
and let (p(z)  be an approximate eigenstate  at that  position.  For example, the 
state might  by  a  constrained  Hartree  configuration  and  z  the  expectation 
value  of  its  quadrupole  moment.  Then  a  state  having  momentum  expecta­
tion  k  may  be  defined  as  follows: 

I will  call  this  the sudden  approximation.  This  is only  one choice  of  many 
we could  make for 9?*,  since the only  requirement we have imposed  is  on  the 
expectation value of  p.  For example,  if  the operator  were part of  the Hamil­
tonian  and  were  turned  on  gradually,  the components  of  the  admixed  wave 
function  would  be  weighted  with  the  reciprocal  of  the excitation  energy,  as 
in perturbation theory.  This leads us to the adiabatic definition of  the state 

(4.4)  (z) =  2<0y,/02ji/(i;_2f)|ay,/02>  * 

It is  rather easy  to construct wave functions  of  this kind  in  Hartree  theory. 
One simply adds to the Hartree potential a term with the momentum operator 
in it.  For example,  rotations are  put  into  the wave  function  by including  in 
the Hamiltonian a term  proportional to the  angular­momentum operator. 
Having settled  on  some definition  of  the momentum states, we  next need 

to see how the energy of  the state depends on momentum. Then time­depend­
ent  wave  packets  can  be  constructed  and  the  collective  motion  emerges 
directly.  We  simply  take  the  expectation  value  of  the  Hamiltonian  in  the 
state  (4.3)  or  (4.4)  and see how  it  depends  on fc.  Since the change  in energy 
is second  order in  k, we evaluate the expectation of  H — F7  to avoid problems 
with  the normalization  in  (4.3)  or  (4.4),  that intrude at second  order.  Then 
the collective inertia  I  will be  related to  the coefficient  of  as 

(4.5)  + 
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­A­Pplyiog  this  to  (4.3),  we find  that  both  the  Xr­independent  and  the  linear 
term  in  k  vanish, leaving  just  a  quadratic dependence,  which  is  given  by 

(4.6)  1_  _<5y/eg|g­­£jey>/^g> 
21  4<^S<pj^z\^<pjBzy'^ 

This  is  known  as  the  Yoceoz  inertia [7],  A  different  formula  for  the inertia 
may be obtained using the wave function eq.  (4.4).  The expectation  of  IIE 
in  the  adiabatic state  is 

(4 7)  <^^lB^\{iliE­H))iIl~E){l|(E~H))\^rpl^zy _ 

Ic'  /09? 
4  \0« n 

1 
^1"^/  � 

Then  the inertia  from  eq.  (4.6)  is  given  by 

This  treatment  of  the  collective  motion  is  known  as  the cranking model.  It 
was first  derived  by including  in  the Hamiltonian  an external  time­dependent 
field, and  relating  the additional energy  to  the velocity  of  that field. 
As a simple application of  those techniques, let us return to the baby model 

defined  earlier.  To  make  a  wave  function  that  depends  continuously  on  0, 
I define  g){z)  as  a Gaussian  wave  packet  of  the configurations; 

If  a is  small,  the derivative wave function  is given  by  the expression 

(4.10)  exp[—a(2„—5)V2]?)„ . 

Inserting this in cq.  (4.3), we find  that the state  in the sudden approxima­
tion  is  given  by 

(4.11)  20  —  ex^\_­~oL{Zn~zyi'l­[^,^ . 

Tliis is just what we would expect from expanding a momentum factor exp [Hiz]. 
"VVe  next  evaluate  the  Yoceoz  and  adiabatic  inertias.  In  the  expression 

for the Yoceoz  inertia, eq. (4.6), we replace the sums over n by integrals, which 
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is  accurate  if  a < 1.  Then  the expressions  are equivalent  to  those obtained 
vith  harmonic­oscillator  functions  of  a  continuous  coordinate.  The  resulting 
inertia,  using  the  Hamiltonian  (4.1),  is  incorrect  for  both  the  Yoecoz  and 
adiabatic formulae.  This deficiency of  the Toccoz  inertia  is  �svell  known, and 
can  be  rectified  in  various  ways,  such  as  by a momentum  projection [7]. 
The adiabatic formula, eq.  (4.8),  is intended  to be used  with the approxi­

mate Hamiltonian  that has the wave packets  such  as eq,  (4.9)  as eigenstates. 
Since  (4.9)  has  the oscillator  form,  the approximate  Hamiltonian  in  this case 
is  harmonic,  i.e. 

(4.12) 

with  loj = cc  and  I = J(d»/dw)®(l/r).  Then  the  energy  denominator  in  the 
adiabatic formula  is  co  and  the expression  yields  the  correct inertia. 
The  adiabatic  inertia  is most  commonly  applied  with  mean­field  Hamil­

tonians.  The energy  denominator  in  the formula  is  then a  single­particle ex­
citation energy.  An adiabatic treatment of  time­dependent Hartreo theory has 
been  proposed  as  a  way  to  obtain  semi­quantal extensions  of  TDHF.  Refer­
ences  and  a full  discussion  may  be  found  in  ref. [7]. 

5. ­ Models. 

5'1.  Spin barrier  model. ­ In  this section  I will  describe  a  model  that  I 
studied  together  with  J.  NEGELE,  G.  PUEDU  and  P. AEVE [8].  The  purpose 
of  the  model  is  to  test  the various  approximation  methods  that  have  been 
developed  for  treating barrier  penetration  in many­particle systems.  The  re­
quirements of  the model are first  that it  be simple enough  so  the solution  can 
be  found  to  whatever  accuracy  is  desired.  To  test  the  separation  between 
the  single­particle  and  configurational  dynamics,  we  include  in  the  Hamil­
tonian a  continuous variable, which  we  call  z, to simulate  the dependence of 
the single­particle wave function  on  position.  The model  also  needs  to have 
multiple Hartree minima,  to mimic  the  physical situation  when  the Hartree 
problem  is  solved  for  fermion  droplets.  We  accomplish  this  by including an 
additional  variable  in  the single­particle  wave function,  which  we  treat  as  a 
spin.  The two values taken by  this variable  then stand for  two states in  the 
transverse and other degrees of  freedom.  For the barrier problem, the energy 
of  the Hartree states should  be low in two regions  of  configuration space, sep­
arated  by  states  of  higher  energy.  We  formulated  a  simple  model meeting 
those  conditions  starting from  a  harmonic­oscillator  Hamiltonian  in  the  z  co­
ordinato for  JSf  distinguishable particles.  These are coupled by two­body inter­
action, so  additional  terms are  at most  quadratic in  the single­particle  oper­



5ft 
O.  BERTSCK 

ators.  The ^­dependent  part of  oux Hamiltonian is 

The second term gives the barrier physics: the lowest­energy states have spins 
all up  or all down, and the oscillator wells for  these states are  shifted to  one 
side or the other of  2 —  0.  In addition, we need  to include in the Hamiltonian 
a part  that  breaks  the symmetry and allows  the wave  function  to mix with 
configurations  in  between.  We  take  this  to  be  a  pure spin­spin  interaction, 
specifically 

(S­S) 

The  resulting Hamiltonian  may  be  viewed  as  a  generalization  of  the  Lipkin 
model [9]  which  has  been  used  in  the  past  for  studying  collective  motion. 
The Lipkin  model only  has a  spin  coordinate, which  is  too simple  to simulate 
barrier  penetration  with  only  two­body  interactions.  To  solve  the  Hamil­
tonian  by brute force, we use  the eigenstates of  (5.1), which may be classified 
according  to  the  total  azimuthal  spin,  M=  single­particle 

i 
Hamiltonian  is  then  just  a  shifted  harmonic oscillator,  and  the orbitals  are 
just  the appropriately  shifted oscillator  states, 

(5.3)  tPiiHi, ­Jf, r)'^/f^(2­f  «3X) oxp[—^(z­f  , 

The lowest many­particle state for a given M is  just the product of the ground­
state orbitals.  In considering excited  states, note that  the interaction depends 
only on  the total spin and the  total  z coordinate, Z =i "^Zt,  The  wave func­

t 
tion,  therefore,  factorizes  into  a  part  depending  on  Z  and  Jf, governed  by 
the oscillator Hamiltonian, and a part that does not  change.  We will  consider 
the states  that  couple  to  the lowest  states, which  are completely  symmetric 
functions  of  the coordinates  of  the N  particles.  The  internal wave  function 
in  this case  is  the ground­state  oscillator  function  and  the  particles  may  as 
well be considered bosons.  For later use I display the formulae for the matrix 
elements  of  the Hamiltonian.  The shifted­oscillator  representation, eq.  (5.3), 
is used.  The diagonal matrix elements arc 

(5.4)  <Jf,  +  +  +  M'). 
Ma  Z 

Here  v  labels  the  oscillator  state  in  the  Z  wave  function.  The  oil­diagonal 
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matrix elements  connect  states M  with  Jf± 4, and  arc given  by 

(5.5)  = 

, ­SlN—MN+MtN—M  ,  \ ^l^­^ + Vi­2—V' 
'  n\(v'~n)\(v­n)\\\ ­1 "j 

The first approximation  to  be considered  for  this Hamiltonian puts it into 
the  framework  of  the  baby  model  discussed  in  subsect.  4*1.  This  requires 
that  we  make  the  Hamiltonian  tridiagonal.  This  is  done  by  truncating  to 
the V = 0  subspace.  In  effect,  we  throw  away  the  single­particle  degrees  of 
freedom.  It is  then  straightforward  to  derive  a  continuum  Hamiltonian  fol­
lowing  subsect. 4 1.  We  choose  a  continuous  collective  coordinate  (c  which 
ranges from  — 1 to  + 1 as  if  ranges from  —  i/" to  ­f  iV,  i.e. x ~ MjE.  We 
also drop terms of  order IfE to arrive at a fairly simple collective Hamiltonian 

(5­6)  = 

whore 

We have used  the freedom in choosing the phase of  the wave function to make 
the relative  amplitudes of  different  Jtf's  positive for  the ground  state.  Hence 
X  appears as an absolute value in  eq.  (5.6).  Inspecting the equation, it is  ob­
vious that the Hamiltonian has a  barrier provided  A  is not  too negative.  We 
call this model the continuum hopping approximation.  Note that  the inertia 
is singular near the endpolnts. This is only a problem of  the continuum Hamil­
tonian arising because  terms of  order  XjN  were dropped.  In  sect. 6  we  will 
compare  the WKB  solution  of  the continuum  hopping model with  the  (nu­
merically  calculated)  exact  wave functions. 
The next  method we consider  is the cranked Hartree approximation.  We 

^�pply  an external field  in  z which  we use  to constrain  the Hartree solutions 
to  have an  given  expectation  value,  <(«>.  The Hartree Hamiltonian  has  the 
form 

(5.7)  ==  i 4.1  4.  z 4­ «<s> (J, 4­ 2A<0 ff, + /^. 

Here  / is  a  constraining field, which  is chosen  to  produce a  solution  at  the 
desired (z).  The expectation  values are the matrix elements  of  the operators 
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in the many­particle Hartrce state.  The solution will be a single­particle wave 
function that  has a  spatial dependence exp [— {z— <»>/2^')V2] and a spin wave 
function 

(0.8)  /cos(0/2)\ 
^  Vm{0l2))­

The expectation  values  of  the spin  operators  in  the .^­particle state are 

(5.9)  <cr,> = N cos 6 ,  <<r«> =  sin 0 . 

From the coefficients of  Cg,  and o, in  the Hartree Hamiltonian  we can  see that 
the spin  is  oriented  in  the direction  («<s>, 2;<crg,>}.  Setting  this proportional 
to  «(Tg>, <(r,»,  we  infer  that  either  <0",) s=  0  or 

(5.10)  <0 = x<g> 
2A 

These  relations  are sufficient  to  express  the wave  function  in  terms  of  (z}. 
The  solution  of  the  Hartree  equations  has  several  interesting  features. 

First of  all, all solutions have zero expectation  of  <7,  if  the residual interaction 
is  repulsive  (A>0).  In  fact,  to  correspond  with  a  physical  nuclear  Hamil­
tonian,  such  as  one  that  produces  a  pairing ground  state,  the residual  inter­
action should be attractive.  So from now on, I will only discuss the case whore 
the  interaction  is  attractive.  Then  the  Hartree  solution  may  have  nonzero 
<(7,)  for  a limited  range of  <«>.  The locus  of  expectation  values for  the  con­

Fig.  5. ­ Expectation  values  of  and  x »<(«>/x2V  for  the  constrained  Ilartreo solu­
tions  to  the  Hamiltonian  (5.1),  (5.2).  The  solid  line  shows  the  path  using  the  con­
straining field  z.  The  dashed  line  uses  a, as  the  constraining field.  The  parameters 
of  the Hamiltonian  are given  in  tho caption  to  table II. 
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strained Hartroc solutions is  shown In  fig. 5 for  a typical parameter  set.  Near 
the endpoints  of  the interval,  <<7a>  is  zero  and  the Hartrce state  is  the pure 
configuration  with  3f = i JV,  The  motion  is  entirely  in  the  single­particle 
degree of  freedom up to  the point where the locus  breaks away from  the  <a>­
axis.  At  that point  the states  of  different  M mix and  the wave  function can 
he  continuously  deformed from  Jlf=­fN to  The Hartree ener­
gies  in  the  different  regions  arc given  by 

(5.11) 
�2  'IN  outside  barrier, 

N  1/1 
Y + 2 (A  '  harrier  region . 

Equation  (5.11)  is plotted in fig. C  as a function  of  x.  It may be seen that  the 
two pieces  join  to make a  smooth  Hartree energy function.  To  continue  the 

Fig. 6. ­ Hartree energy of  the Uamiltonian  (5.1),  (5.2),  as determined  with eq. (5.11). 
Solid  and  dashed  lines are  for  the  two  constrainings fields as  described  in the  caption 
to fig.  5. 

construction  of  a  collective model,  we apply  the cranking formula,  eq.  (4.8), 
to the Hartrce wave function considered  as a  function of  In the outside 
region the inertia  just reduces  to  the inertia  of  the  ccnter­of­mass motion of 
N  particles  moving along  the  z  axis, 

(5,12)  J  „ |<± ­y, r  l|d/d<0>|± if,  = 0)|'.. 1 
N 

There are  two contributions to  the inertia  in  the  barrier  region.  The first  is 
from the  ^­dependence of  the wave  function, and  is identical  to  (5.12).  There 



0.  BEIlTSCn 

is also a contribution  from  tbe spin  dependence, and  the total  is 

(5.13)  J = l + 
'  8IAI(4iV^«A«—««<«>�)  * 

For the parameters wo  choose in  the Hamiltonian, the second  term dominates 
to  the extent  that  the  z  contribution  can  he  neglected  in  the inner  region. 
Of  course, it is  the entire inertia outside.  One last point that should  be men­
tioned is  that the inertia  (5.13)  becomes singular at the  junction  between  the 
inner  and  outer  regions.  This  is  not  fatal,  because integrals  remain well  be­
haved, but  this pathology  might make cranking  less  reliable in  this  situation 
than  with  a more  realistic  Hamiltonian. 
The final  model I want  to  apply  is  the  time­dependent  Hartrce  approxi­

mation in imaginary time.  This model was first  developed for field theory [10] 
and was introduced  for  studying nuclear collective motion in  ref. [11].  How­
ever,  discussion  of  the  details  of  this  method  is  beyond  tbe  scope  of  these 
lectures. 

5*2.  Pairing  models. ­ The Hamiltonian  (5.1),  (5.2) is  too simplistic  to ex­
hibit  many  interesting  aspects  of  pairing,  such  as  the  odd­even  effects.  Wc 
will now  examine a  Hamiltonian in which  pairing is  the dominant feature of 
the  interaction  and  see  how  to  construct  collective dynamics.  In the  BCS 
pairing model,  the interaction  Hamiltonian  is  given  by 

(5.14)  R'= g 2' aj 4  , 
i.) 

where  the primed  sum  includes  the  pair  (if)  only  once.  The  single­particle 
levels  are  a  function  of  the  collective  coordinate  z, and  we  wish  to  calcu­
late the inertia associated with motion  in  the  z  coordinate.  In order  to  pro­
ceed,  wo  will classify  states  into two  types, depending on whether the single­
particle energies increase or decrease with z.  The many­particle wave function 
can be expanded in terms  of  states with  a definite number  of  particles in the 
two categories  of  orbitals. Let  us  call n the number  of  pairs  in the  upward­
moving states.  Then  for  a fixed  total number  of  pairs N, the wave function 
can  he expressed  as a sum  over  the product  of  wave functions  of  the  form 

(5.15)  ip{n) = y)^{n)ip_{N — n). 

Here  label the wave functions  for the  particles in  the upward  and  down­
ward going  orbitals  separately.  When  a  pair  jumps  from  one  type  of  level 
to  the  other,  the  Hartree  self­consistency  is  satisfied  only  when  z  changes. 
Thus  is a disCTCte coordinate that correlates with the continuous coordinate z. 
We  can  apply  the  continuum  hopping model  by  calculating  the interaction 
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matrix  element  between  a  state  with  one  value  of  n  and  its  neighbor with 
n ± 1.  The  pairing matrix  element  connecting neighboring  configurations  is 
given  by 

(5.16)  + ̂ )XW­{^—n)\ 2'  —w—1)> . 

In  the limit  where  ip^  are pure configurations  the individual pair  amplitudes 
in the above equation are 1, and we recover  the weak­coupling  approximation 
that was discussed earlier.  In  the presence  of  pairing with  g  larger  than  the 
single­particle level  spacing,  the configuration  mixing enhances  the pair  addi­
tion  and  removal  amplitudes  in  eq.  (5.3).  To  estimate  this  quantitatively, 
we first  express the pair addition  amplitude in terms  of  the pairing gap delta 
using  the BCS wave function 

(5.17)  <%CS|2'®J4I^BOS> = ^. 

To  relate this  to  the number­conserving states in eq.  (5.2), we must  establish 
the relationship  between  the BCS wave function  and  the number­conserving 
7?±(n)  defined  above. The BOS wave function is a linear combination of  these 
states  of  the form 

(5.18)  VBca  —  »V+(«))  »)) J 

where  the  are amplitudes  that vary smoothly with n.  Assuming that  the 
matrix elements  also are smooth  functions of  the pair addition amplitude 
for  the BCS  state may  be expressed  in terms  of  the amplitudes for  the 
and  we find 

(5.19)  <7Jnc8l 2'^rlTncs) = 2  +1)12'  «rlV+(«)> + 
n 

A 

fcj 2<v±(w ­f 1)12' 4 «rlv±'«)> � 

We  now use  this  to evaluate matrix elements  in  eq.  (5.16)  and we arrive  at 
a  hopping  matrix  element 

(5.20)  1)=­;­. 
4? 

The  resulting  collective  Hamiltonian  is  then  given  hy 

^  d2 4ffU»/  A^dzj  ' 
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Here dzfdn is  the reciprocal of  the number of  level crossings  per unit interval 
of  z.  This  quantity  can  bo  estimated  by  the  Fermi­gas  model  discussed  in 
sect.  3.  A  is  known  experimentally,  so  the  only  quantity  that  is  physically 
obscure  is  the pairing  interaction  strength  g.  The relation  between  g  and  A 
involves  a  logarithmic  cut­off  on  the  energies  included  in  the configuration 
space; nuclear models often  use a  cut­oil  of  one major  shell  of  configuration 
space  which  yields  AJg^ 5­^10. 
We next want to consider  the cranked BCS approximation. The formula for 

the inertia is given  by eq.  (4.8),  To apply it, we need  to evaluate the deriva­
tive of  a  BCS wave function  with  respect  to  z.  First  let  me  remind  you  of 
definition  of  the BCS wave function.  The wave function  itself  is  the product 
of  operators  acting on  the  vacuum, 

(5.22)  yt =  {cosO,4­ sin0^aj"aj)l > . 
i 

The angle  of  mixing between  the empty  and occupied  states is  related  to the 
pairing gap and  the single­particle  excitation  energy  Cj —  A  by 

(5.23)  ^ 2^ 

Hero  X  is  the Fermi  energy  of  the system.  The pairing gap  A  is  computed 
from  tlie pairing  amplitude as 

(5.24)  A = (7<VJI 2  «7 !v> ^ g 2  cos  ^ 2  ^ � 
<  i  ^  i  V(e,— /)' "l" A* 

To  determine  the cranking  inertia, we first find  the derivative  of  the  wave 
function  (5.22) with respect  to  z.  On  a single  pair  operator,  the derivative is 

(5.25)  ^ (cos Oi + sin 0^ aj a~) = (— sin 0, + cos 0^ aj"  ^ . 
ilZ  (XZ 

The factor  in  parentheses  represents  a  normalized  two­qnasi­partiele  excita­
tion,  80  the  matrix  element  to  the  two­quasi­particle  state  is  just  dftldz. 
This derivative is evaluated  using  eq.  (5.23), 

, r,  ^  ^ 
dz  2((ef—+  ds  * 

The excitation energy of  the two­quasi­particIc state is twice the quasi­particlo 
energy,  and  is  given  by 

(5.27)  = 2V{€i­Xy + AK 
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W(!  collect  these  pieces  together  and  insert  in  the  formula  for  the  cranking 
inertia,  to find 

All  analytic estimate may now  be obtained  by replacing  the sum  oyer  states 
by  an  integral  over  e  times  the  single­particle  level  density  dnjdSf 

(S­'O)  I ^  ^  4  deUAj 

This expression was first  derived, up to an overall factor, by BRACK  et al. [12]. 
It varies quadratically with the pairing gap, as we found in  the hopping treat­
ment,  eq.  (5.20).  The  two  formulae  for  the  inertia  may  be  compared  more 
closely  if  we  replace  dejdz  by  a  product  of  factors  we  have  estimates  for, 
2(d£/dn) (dji/da), 

We  see  that  the two  expressions eqs.  (5.21)  and  (5.30)  are  not  identical.  In 
view  of  our  experience with  the baby  model,  we  are inclined  to distrust  the 
cranking  result. 
Some numerical estimates  are in order  to make contact  with  the physical 

world.  Let us consider  quadrupolar inertia  for  a system  with  density  n«  and 
radius B.  The quadrupolar coordinate will be taken  as the parameter  e in the 
displacement field,  eq.  (2.9).  For  comparison  purposes,  recall  the  classical 
fluid inertia,  eq.  (2.12), 

(5.31)  /.V = 2m<r«>A. 

For  a  nucleus  with  200  nucleons  the numerical  value of  this inertia  is 1/0.7' 
�10­2 JioV. TQ  compare  with  the  hopping  inertia,  we  apply  eq. (3.2)  for  the 
level  crossing  rate.  The  pairing  strength  for  neutrons  or  protons  separately 
has the  approximate value J  1 MeV.  We  use for  g  the value for  the space 
truncation of  a  single major shell, g = 0.14 [13].  The numerical value of  the 
inertia  works  out  to  be  the following; 

(5.32)  1­ = /—V  ^ 4 A« 2(0.14)  _  1 
\d2;  +  3 22  2  O.O­lO­'MeV 

Finally,  we  apply  the  cranked  BCS  formula,  eq.  (5.29).  This  requires  the 
level  density  of  pair  states, which  is  related  to  the single­particle  level den­
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sity  in  the  rermi­gas model  as  follows: 

(5.33)  PW —. 
dfi  2  df/jingie psrtlcU  "ifp 

The  resulting inertia  is  then 

(5 34)  I  = ( ^  I  _i_\ ^  ^­A.*  EfA. ^  1 
\Al^ '11  10­<MeY* 

The pairing­induced  inertias  are  similar  in  magnitude.  They  are,  of  course, 
larger than the classical  inertia  for small  systems, which includes  all  observ­
able  nuclei. 
"What  is  not  contained  in  these  formulae  is  the approach  to  the classical 

inertia  for  large systems.  As  the size  of  the  system  is  increased,  the single­
particle contribution  becomes more important in  the inertia and erentually it 
dominates.  In order  for this  to  happen,  the  energies  of  the  single­particle 
excitations would  hare to lie in the energy gap A.  From the estimate  of  the 
quadrupole frequency,  eq.  (2.22),  this would  only occur  in  nuclei containing 
several  thousand  nucleons. 

6. ­ Findings. 

In this  section  we  apply  the models  discussed in  sect. 5.  "VVe  first  examine 
the results  of  the spin  barrier model [8], which  we  regard as a  testing ground 
for  various  approximate  treatments  of  collective  motion.  The  spin  barrier 
Hamiltonian, as given  by eqs.  (5.4) and  (5.5),  can be diagonalized  numerically 
to get  «exact» results  to compare  with.  Wo  have  to  decide  what  parameter 
values  to  take in  the Hamiltonian.  The  physical situation  we  have  in mind 
is  the spontaneous fission  of  nuclei, so we take  N = 40,  which  is comparable 
to  the  number  of  orbital  jumps  that  occur  during the fission  process.  Also, 
this  is  large  enough  so  that  the continuum  treatment  should  apply.  The 
energy scale  of  the single­particle Hamiltonian should  be characteristic of  the 
single­particle motion.  If  we identify it with  the giant  quadrupole frequency, 
then  the unit of  energy in  the Hamiltonian  (5.1)  corresponds  to about 10  to 
15 MeV.  The  next  parameter  to  be  set  is  the physical  barrier  height.  For 
the nuclear­fission  problem, this  has  the order  of  magnitude of  5 MeV.  Thus 
the parameter  F, in  eq.  (5.6)  should  have a magnitude  of  ^  to  The last 
physical quantity is the interaction strength, which we try  to set  by the anal­
ogy  with  pairing.  From  the  discussion  at  the  end  of  sect.  5,  the  empirical 
pairing strength  connecting neighboring configurations  should  have  a  magni­
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tude  of  about  2.5 MeV.  The  Hamiltonian  (5.2)  has  a  varying  off­diagonal 
matrix element^  and we  have  to  decide whether  to fit  the pairing  in  the bar­
rier region or outside.  The middle of  the barrier is the most  important region, 
so we will pick a value of  X  that gives a matrix element of  about  J there.  In 
the study below, wo  take A  ==  —  0.0005 and x = 0.006 403.  This gives a matrix 
element  between  configurations  of  I  and a  barrier  height  of  0.51. 
The  diagonalization  of  the  Hamiltonian  produces  eigenvalues  that  are 

nearly degenerate in  pairs for  energies  below  the barrier.  The splitting of  the 
degeneracy is  due  to  the barrier  penetration.  In  table  II we  quote  the en­

TABLE  II.  ­ Eigenenergies  and  splitting  of  states  for  the  spin  barrier  JlamiUonian, 
eqs.  (5.1),  (5.2).  The  parameters  in  the  Hamiltonian  are  if  =s  40,  x = 0.006403, 
A  = —  0.000 5.  The first  two  columns  of  splittings  AE are  the results  of  diagonaliaing 
the  Hamiltonian  in  the  basis  of  eq.  (6.3), truncating  the  number  of  oscillator  quanta 
as  indicated.  Tho next  column  gives  the WKB solution, eq.  (6.1), using  the collective 
Hamiltonian  from  the  continuum  hopping  model,  eq.  (5.6).  The  next  column  gives 
tho corresponding result  from  the cranked  Hartroo Hamiltonian, eqs. (5.12)  and  (5.13). 
Finally,  tho  last  column  shows  the  result  from  the  imaginary  time­dependent  moan­
field  equations. 

E  log AE 
diagonalization  continuum  cranked  imaginary 
(v = 4)  (V  = 0)  hopping  Hartroo  TDHF 

0.015  ­ 13  ­ 13  ­ 12.4  ­ 19  ­ 13 
0.170  ­ 8.9  _  8.9  —  9.5  ­ 13.8  — 
0.305  ­ 5.9  —  5.9  ­ 6.1  ­ 6.7  — 
0.418  ­ 3.5  ­ 3.5  ­ 3.5  ­ 4.2  — 
0.505  ­ 1.9  ­ 1.9  ­ 1.7  ­ 1.8  — 

ergies E  and  splittings  AE  of  the  low  states  of  the Hamiltonian.  IS'ote that 
tho degeneracy  splitting becomes  very small for  states far  below  the bamer, 
as expected. 

6'1.  Eole  of  single­particle  motion. ­ The first  two columns  of  splittings  in 
table II show  the  results  of  the  diagonalization  for  two  truncations of  the 
Hamiltonian.  In  the first  case we  keep  oscillator  states  up  to  v = 4.  Next 
arc displayed the results  keeping only  v = 0 states.  Comparing  those  two,  it 
is clear  that  single­particle  motion  plays  an  insignificant  role in  the barrier 
penetration.  We argued  in the second section  that  single­particlc motion was 
too costly from an energy point  of  view  to  be dominant,  but from  this  result 
it is clear that  we can  neglect  it  completely. That  conclusion  depends on  the 
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single­particle  frequency  being  larger  than  the  barrier  height.  It would  bo 
interesting  to also  explore  what  happens in  the opposite  limit. 
The single­particle motion must also  become important  when  a  lot  of  en­

ergy is brought into  the system through  the single­particle degrees of  freedom. 
This is  the ease  in  heavy­ion  collisions at energies above the Coulomb barrier. 

6*2.  Tunneling. ­ We  now  consider  the  various  treatments  of  collective 
tunneling  and  compare  with  the  diagonalization  of  the  spin  barrier  Hamil­
tonian.  The  physical  quantity  that  can  be  extracted from  the  Hamiltonian 
is the splitting of  the states of  opposite parity with respect  to the barrier  top. 
However, the splitting depends not only on the barrier but  also on  the details 
of  the wave  functions in  the allowed regiou.  The number of degrees of  freedom 
active in  the allowed  region  will depend  on  the collective  treatment,  and  the 
tunneling  is  affected  because  it  is  proportional  to  the wave function  ampli­
tude  at  the barrier.  The more  degrees  of  freedom  are active  in  the allowed 
region,  the smaller  will be the  amplitude of  the wave function  at  the barrier 
and  the smaller  will  be  the splitting.  So  we  should  be careful in  comparing 
the barrier physics  of  different models to  treat  the allowed  degrees of  freedom 
on an equal footing.  The dependence of  the splitting on both the barrier pene­
tration and the allowed  degrees  of  freedom is  contained in  the WKB formula 
for  the  level  splitting.  This  is  given  by [14] 

n  AE,  (dn/dB)­i (6.1)  AE~ ­  �—exp 
7t  da:j , 

where dw/(iE7  is the density of  states on  one side  of  the barrier.  The exponen­
tial is  the  usual  IVKB  integral  for  the  penetration  amplitude  (not  probabil­
ity!),  with  limits  of  integration  at the  two  classical  turning points.  We shall 
compare various treatments with  the exact one using eq. (6.1), calculating the 
penetrability  according  to various  collective  methods.  The  density  of  states 
will  be  taken from  the actual  Hamiltonian, 

(6.2)  —)  =  . 
de/i,  ^(+1 — 

Then  splittings  may  be  compared  directly with  those  of  the diagonalization. 
Before proceeding with  the comparison  wo make one remark  on  the gen­

eral validity of  the collective troament.  Of  the methods  that wo have applied 
for  the  tridiagonal matrix,  the  continuum  hopping model  appeared  most  re­
liable.  However, there are certainly limits on  the applicability of  a continuum 
limit.  The relevant  parameter is  the ratio  of  the off­diagonal matrix element, 
V, to  the energy  below the barrier.  If  that number is  large, the amplitude  of 
the wave  function will only change by a small amount from  one state  to  the 
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neighboring  state.  That  ig  the  condition  for  the  validity  of  the  collective 
Hamiltonian  with  a  continuous  kinetic­energy  operator.  The  other  extreme 
is with  V  small compared  to the  barrier height,  E.  In this case  the con­
tinuum hopping model yields a  wave function decaying exponentially with the 
dependence 

(6.3)  ip{z„) ^ exp  nj,  z 

On  the other  hand, in  this limit  the wave  function can  be calculated  by per­
turbation  theory,  which  produces  the expression 

(6.4) 

We  see  that  the  collective  wave  function  falls  off  much  more  rapidly  than 
does  the actual wave function when  —  Therefore, we  should be  sus­
picious of  the collective approach in  the far subbarrier  region;  tunneling rates 
might  be  larger  than  predicted  from  the collective  inertias. 
The results  of  the continuum  hopping  approximation  for  the spin  barrier 

model are  shown  in  table II.  We  see  that  the  treatment works  surprisingly 
well,  considering  the  number  of  approximations  made.  Very  far  below  the 
barrier,  the  collective  tunneling falls  below  the actual,  as exi»ected  from  the 
above  argument. 
The next model we compare to is the cranked Hartree model.  From table II 

we  see  that  this  approximation  is fair  for  energies  close  to  the  barrier  top. 
At low energies, the cranking model is  quite poor.  It is interesting to ask why 
the model  fails.  My first  thought  was  that  the adiabatic  inertia  is  at fault. 
But, in fact, the inertia in eq.  (5.12) is  the correct inertia for particles moving 
along  the  ^­axis.  The  trouble  seems  to  be  rather  that  the constrained  H.ar­
tree approximation  does not  produce the  correct path for  the system  to move 
along.  We  saw in fig.  5  that  the  path  is  far  from smooth.  To  examine this 
point further  ARVE  repeated  the constrained  Hartree calculation  using a  dif­
ferent constraining field. Ho found  that, if  the constraining  field  is  chosen as 
(Tz  instead  of  z, the  path  becomes  smooth—a  semicircle  in  fact.  The  inertia 
then is  nearly  the same  as in  eq.  (5.6), and  the predicted  splitting are much 
closer  to  the  exact  values. 
The  last  technique  I want  to  mention  is  the  imaginary  time­dependent 

mean­field  approximation.  One  can  derive  a  formula  for  the  energy  split­
ting between  the  nearly  degenerate  states  that  has  an  identical  appearance 
to  eq.  (6.1) [15].  However,  the  interpretation  of  the  profactor  (d«./d£)'^  is 
different.  The formula is  only meant  to be applied  for  the ground­state  tun­
neling, and  CO  is the  collective frequency  of  small­amplitude oscillations.  This 
frequency  is 1 in  the spin  barrier  Hamiltonian.  When  the equations  of  the 
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imaginary mcan­fleld  theory are solved,  it is  found  that the  path  of  the tun­
neling is  very similar  to  the path  taten  by  the  constrained  Hartree  theory, 
with  the  spin  constraint  rather  than  the spatial  constraint.  There are  some 
slight differences, the most interesting  being that  the  y component  of  the spin 
develops an imaginary expectation value.  The result of  the theory for ground­
state tunneling  is shown  in the last column  of  table II.  The method  is  seen 
to work  remarkably well.  Unfortunately,  as  presently  formulated,  it is  only 
applicable  to ground­state  mixing. 

6*3.  A physical  application, ­ In  this subsection I will consider  the phys­
ical  problem  of  exotic  radioactivity,  and  apply  the  pairing model  to  calcu­
late the radioactive­decay  rates.  Exotic radioactivity  is  the emission  of  light 
nuclei such  as carbon  and neon  nuclei from heavy parents.  This phenomenon 
was first  observed in  1984 [16],  in  the decay  of  «'Ea.  This nucleus  normally 
decays by emitting an  alpha­particle, but a  small branch  (10­»)  was  observed 
for  decay  by  emission  of  a  "C nucleus.  Exotic radioactivity  is intermediate 
between  the extremes of  alpha­decay and  spontaneous fission, which  are both 
well known and have well­developed  theories.  The theory for  alpha­decay  is 
based  on  calculating  a  formation  probability  of  an  alpha  cluster at  the  nu­
clear surface, and then calculating the penetration of  the alpha­particle through 
the  potential  barrier  of  the  daughter  nucleus.  The  formation  probability  is 
calculated microscopically, and  typically involves  the ground  and nearby con­
figurations.  By  contrast,  in  the  spontaneus­fission  problem  the  barrier  only 
exists  in  the many­particle  shape space, and  a  major  change  in  the configu­
ration  is necessary  to pass through  the barrier.  Up  to now  the cranked BCS 
approximation  has  mainly  been  applied [12]  to  spontaneous fission,  but  the 
imcertainties  in  the potential prevent  reliable calculations  in any approxima­
tion. 
In exotic radioactivity, there  is motion below the nucleus­nucleus  Coulomb 

barrier  as well  as below  a shape  barrier within  the parent  nucleus.  The  the­
oretical  analysis [17]  proceeds  as  follows.  We first  calculate  the penetration 
of  the external barrier, starting from  a configuration  of  two  touching daugh­
ter nuclei.  The predicted  decay rate  is  compared with  the actual decay  rate 
to get an empirical formation factor, P. These are shown in table III. Our main 
object is  to calculate  the formation factors.  To  do this wo  need  the potential 
as well  as the  inertia.  The  potential depends  on  details  of  shell  physics  and 
would be quite involved  to calculate in detail.  However, we  know the  energy 
of  the ground  state, and  from heavy­ion scattering  potentials we  can make a 
reasonable estimate of  the energy of  the touching nuclei.  Our potential model 
is  to connect  those points  with  a  quadratic function  of  the collective  coordi­
nate.  The  potential­energy  function  is  shown  in fig.  7.  The  inertia  will  be 
treated by  the pair  hopping model.  We found  in sect.  5 that  the matrix ele­
ments connecting  adjacent states are  of  the order  of  2.5 MeV, and  the  num­
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TABLE  III. ­ Exotic  radioactivity. 

Decay  logP empirical  logP theory 
®2iRa  »C  <­  7.5  ­ 6.9 

»C  ­ 7.7  ­ 7.4 
823Ra  "C  ­ 8.9  ­ 7.2 
"4Ra  "C  ­ 7.1  ­ 7.9 
B26Ra  lie  ­ 7.6  ­ 9.0 
23ipa  84Xo  ­ 14.3  ­15.7 
"2XJ  siNe  ­ 13.5  ­ 15.2 
S33U  S4No  ­ 15.8  ­ 16.4 

'"Am "Si  <­ 17­6  ­ 17.3 

r(tm) 

Fig.  7.  —  Cornbined  barrier  for  exotic  radioactivity.  The  dots  indicate  Ilartree  con­
fignrations  that  are  connected  by  the  residual  interaction.  At  the  point  where  the 
shape is deformed  to  the final daughter  configuration, the barrier is  the usual Coulomb 
barrier,  modified  by  a  short­range  nuclear  jMJtential. 

bcr  of  states  between  the  ground  and  the  touching  configuration  is  of  the 
order  of  the number  of  particles in the light daughter nucleus.  The continuum 
hopping Hamiltonian  is  just the harmonic  oscillator, and  the amplitude at the 
touching configuration depends on the physical quantities  as 

(6.5) 
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where v  is the hopping matrix element, n is  the number  of  configurations  be­
tween  the  ground  and  double­sphere  configuration,  and  To  is  the  difference 
in Hartree energies  at  these  two  extremes.  In determining  the potential, wo 
found  that  the  height  of  the potential is  roughly  proportional  to  the size  of 
the  daughter  nucleus.  Thus  the  dependence  of  (6.5)  on  the number  of  nu­
cleons  in  the  daughter  comes  out  to  bo  exponential,  which  roughly  agrees 
with  the empirical dependence.  Por  the actual  calculation,  we  have  dropped 
the  continuum  limit  and  actually  diagonalizcd  the finite­dimensional  hop­
ping Hamiltonian.  The results for the formation factor are shown  in table III. 
We see rather good  agreement, showing the importance of pairing in producing 
large­amplitude  fluctuations  in  the  ground­state  shapes.  The  comparison  of 
experimental and  theoretical decay  rates is  shown in fig.  8. 

Pig.  8.  —  Comparison  of  theory  and  experiment  for  exotic  radioactivity;  �  experi­
ment,  A  theory.  Abscissa  shows  mass  of  parent  nucleus,  and  ordinate  is  the  decay 
rate.  The  experimental  references  are: H.  ROSE  and  G.  JONES:  Nature (London), 307, 
245 (1984);  D. ALEXANDROV,  A. F. BELIATSKT,  Y. A. GLUIIOV,  E. Y. NIKOLSKT,  B. V. 
KOVATSKT,  A. A.  OGLOBLIN  and D. K. STEPANOV:  Pis'ma 2. kksp. Teor. Fiz., 40,  152 
(1084);  JETV  Lett., 40,  909  (1984);  S.  GALES,  E.  ITOURANI,  SI.  HUSSONOIS,  J. P. 
SciiAPiRA,  L.  STAB  and  SI.  VEKGNES:  Phys.  Pev.  Lett., 53,  759  (1984);  P. B. PRICE, 
J. D.  STEVENSON,  J. D.  BARWICK  and  11. L.  EAVN:  Phys,  Bev.  Lett., 54,  297  (1985); 
W.  KUTSCIIERA,  I.  AHMAD,  S. G.  ARMATO  III,  A. M.  FRIEDMAN,  J. E.  GIEDLER, 
W.  HENNING,  T.  ISIIII,  M.  PAUL  and  K. E.  REIIM:  Phys.  Pev.  C, 32,  2036  (1985); 
M. PAUL,  I. AHMAD and  \V. KUTSCIIERA: Phys. Pev. C, 34, 1980 (1986); S. W. BARWICK, 
P. B,  PRICE  and  J. D.  STEVENSON:  Phys.  Pev. C, 31,  1984  (1985);  A.  SANDULESCU, 
Y. S. ZAMIATNIN, I. A. LEBEDEV, B. F. MIASOEDOV, S. P. TRETYSKOVA and D. HASEGAN; 
JINP  Rapid  Commun., 5, 5 (1984);  S.P. TRETTAKOVA  et al.i  JINB Rapid Commun., 
13,  3  (1985). 
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7. —  From  collective  to  random  motion* 

I want  to  conclude  my lectures  touching on  a topic  that has many  open 
questions,  namely what happens  to collective motion  at finite  excitation en­
ergy.  Many degrees of  freedom  become available, and  the motion  can be dis­
sipative,  possibly  describable  with  a  diffusion  equation.  In  discussing  the 
physics  here,  it  is  common  to  postulate  a  Hamiltonian  that  separates  into 
collective and  noncollective coordinates,  together with some  coupling between 
them.  From  the point  of  view  of  Hartrco  theory  it  is  not  evident  that  one 
can  make  this  separation,  and  I rather  approach  the  subject  by  asking for 
the equation  of  motion  of  those  degrees  of  freedom,  such  as  the shape  mul­
tipole moments,  that exhibit  collective behavior under limiting conditions. At 
low  excitation,  particularly  below  configurational energy  barriers,  we  had  no 
difficulty  reducing  the  Hamiltonian  to  a  tridiagonal  which  implies  collective 
motion  if  the matrix  elements  are  reasonably  smooth.  At  higher  excitation 
this  truncation  to  tridiagonal  form  is  no  longer  possible;  the  large  number 
of  open  degrees  of  freedom  allow  motion  along  any  particular  direction  to 
dissipate. 
Let us  see bow  this works for  the pair hopping model.  As before  we label 

the states by the number of  particles in the ascending orbits, w, and  by «, an 
index to farther specify  the state.  Also, we will  restrict the  state we  consider 
to  those  lying  within  an  energy  interval  of  some  definite  energy.  The 
nonzero matrix  elements  of  the Hamiltonian  are given  by 

f<n,a|Hjn,a>  y 
[ <«­h 1, a|iZ(rt,/9> =  . 

Instead  of  a  tridiagonal matrix,  we  have  a  band  matrix with  the dimension 
of  the  off­diagonal  band  given  by  the  number  of  states  in  the interval  AH. 
The first  observation  to be made is  that the  off­diagonal matrix  elements 

are very small on  the scale  of  the collective  pairing matrix elements.  In  the 
limiting situation  of  a Hamiltonian with  all single­particle  energies equal, the 
collective state takes all  of  the strength of  the residual interaction and it van­
ishes  in  the noncollective states.  However,  in  the realistic  situation with  an 
unbounded  spectrum  of  single­particle  energies  there  will  be  interaction  ma­
trix elements  on  the order  of  g  for  particular  states.  The  number  of  states 
that have those matrix elements depends on  the level  density and the interval 
AH.  Roughly,  the number  of  states connected  to a given  state is 

(7.2)  » = 
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where  the level  density  is  that  of  doubly  occupied  pair  states.  Suppose  wo 
truncate  the space  to only include  these states  that are coupled  with matrix 
elements  of  the  order  of  g.  It  is  reasonable  to  suppose  that,  for  any  two 
states  included,  there  is  a  unique  chain  of  intermediate  states  connecting 
them.  A Hamiltonian  with  this structure  is  known  as the Bethe  lattice. 
In  the  case  at  hand,  the  energy  interval  over  which  states  are  strongly 

mixed will have  the order  of  magnitude g.  Numerically, a rough  formula  for 
g  is 

(7.3)  g = 25/A MeV . 

Using the  level density formula,  eq.  (5.33), we find  that the number  of  states 
connected  is 

3 25 MeV  1 (7.4)  n 
4  fp  2 

The fact  that  this is  less  than 1 indicates  that  the Hamiltonian  should  not 
mix strongly, and that states should tend to be localized in configuration space. 
This is  contrary  to  the elementary facts  of  nuclear  physics  that  the proper­
tics  of  the nucleus  above  5 MeV excitation are described  by  statistical phys­
ics—^the  compound­nucleus  model—which  requires  the  strong  mixing  of  all 
states  energetically  accessible. 
It  is  also  contrary  to  the findings  of  a  detailed  shell  model  study [18]. 

Here  the single­particle  energies and residual  interaction were taken  from fits 
to  the  detailed  spectroscopy  of  light  nuclei  {A = 18  to  38).  We  examined 
the cigenfunctions at  very  high  excitation  and  found  that  they  were  as  ex­
pected  in  statistical physics.  Namely, the amphtudes  of  the  different  config­
urations  in  the eigenfunctions  are  distributed  according  to a  Gaussian func­
tion.  Obviously, the nonpairing part of  the interaction is crucial for  the phys­
ics at the higher excitation.  We have left  out  the residual interaction between 
neutrons  and  protons,  and this  is  certainly important.  What  is  lacking  is  a 
transparent  treatment  of  that  interaction  as  with  the pairing. 
^Vhen the excitation energy is raised much higher, of  the order of  a hundred 

MeV, one  passes from the domain  of  complete statistical physics  to a  domain 
where  partial equilibration  of  different  degrees  of  freedom is observed.  The 
thermal!zation  of  the  single­particle  motion  takes  place  more  quickly  than 
the equilibration  in  the  shape  degrees  of  freedom.  This  is  observed  by  the 
behavior  of  heavy­ion  reactions,  which  bring  a  large  amount  of  energy  to 
the  coumpound  system.  The  system  can fission,  but  it  is  found  to  omit 
more  neutrons before  doing so  than, would  be possible if  the shape  degree  of 
freedom were  equilibrated.  The  dynamics  of  this process has been  described 
phenomenologically [19]  based  on  Kramers [20] treatment, which  uses  a fric­
tional  force  in  the  collective  coordinate.  What  is  needed  is  a microscopic 
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basis for  tMs picture, with the  dissipation and inertias derived from the phys­
ical  Hamiltonian,  consisting  of  mean fields  and  residual  interactions. 
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