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Overview	  Entanglement	  research	  
Entanglement	  Applica.ons	  
•  Black	  Hole	  Physics	  
•  CriBcal	  Scaling	  
•  Quantum	  InformaBon	  
•  Topological	  phase	  transiBons	  

Methods	  based	  on	  SRDMS	  
•  DMRG	  (1993)	  
•  DMET	  (2012)	  
	   	  	  

Calcula.ng	  Entanglement	  
• 	  Extended	  systems	  (2003)	  
• 	  Single	  determinant	  (2004)	  
• 	  RelaBonship	  to	  Widom	  (2006)	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  Widom	  Conjecture	  (1978)	  
• 	  FluctuaBon	  methods	  (2006)	  
• 	  Entanglement	  Spectrum	  (2000s)	  

Quantum	  Monte	  Carlo	  	  of	  	  
Entanglement	  
• 	  Swap	  Operator	  (2010)	  
	  	  	  	  	  	  	  Replica	  Trick	  
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Basic	  Idea	  of	  SpaBal	  Entanglement	  

Even	  if	  a	  and	  b	  are	  
	  mulB-‐determinant	  

How	  many	  of	  these	  are	  important?	  
(States	  come	  from	  spaBal	  rdm)	  



IntroducBon	  to	  Entanglement	  Entropy	  
Everything	  comes	  from	  spaBal	  reduced	  density	  matrix	  

1-‐ParBcle	  SecBon	  

2-‐ParBcle	  SecBon	  



Three	  terms	  to	  disBnguish	  between	  
1)  Entanglement	  Spectrum	  
2)  Entanglement	  Entropy	  
3)	  	  	  	  Renyi	  Entropies	  

IntroducBon	  to	  Entanglement	  Entropy	  

ProperBes	  of	  Renyi	  entropies	  Entanglement	  	  
Entropy	  

Renyi	  	  
Entropy	  

1)  Lower	  Bound	  
for	  1>	  m	  >	  n	  

2)	  Same	  universal	  behavior	  as	  
Von	  Neumann	  Entropy	  

Everything	  comes	  from	  spaBal	  reduced	  density	  matrix	  

1-‐ParBcle	  SecBon	  

2-‐ParBcle	  SecBon	  



Three	  methods	  to	  calculate	  
entanglement	  

•  CorrelaBon	  Method	  :	  Exact	  for	  single	  det	  
•  FluctuaBon	  Method	  :	  Exact	  for	  single	  det	  
•  Swap	  Operator	  :	  Exact	  for	  any	  wavefuncBon	  

	  	  	  	  	  	  Renyi	  entropy	  only*	  
	  



WavefuncBon	  from	  CorrelaBon	  
Method	  

The	  output	  from	  the	  correlaBon	  method	  generates	  N	  triplets	  of	  
(Orbital	  A,	  Orbital	  B,	  eigenvalue)	  

Define	  Fermi	  operators	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  the	  orbitals	  	  

1	  equally	  shared	  electron	  

2	  equally	  shared	  electrons	  
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How	  to	  calculate	  Entanglement:	  
Swap	  

HasBngs	  PRL	  2010	  

Through	  the	  replica	  trick,	  one	  can	  sample	  the	  trace	  of	  the	  spaBal	  	  
reduced	  density	  matrix.	  

The	  QMC	  esBmator	  can	  be	  determined	  by	  the	  applicaBon	  of	  the	  swap	  
	  

The	  esBmator	  becomes	  the	  product	  of	  four	  wavefuncBon	  evaluaBons	  



How	  to	  calculate	  Entanglement:	  	  
Swap	  

In	  VariaBonal	  Monte	  Carlo,	  we	  	  
generally	  sample	  a	  wavefuncBon	  
with	  a	  ‘walker’	  in	  3N	  dimensions	  
	  
We	  perform	  the	  swap	  afer	  we	  	  
have	  done	  all	  wave	  funcBon	  
opBmizaBons	  
	  
To	  calculate	  the	  swap,	  
start	  by	  sampling	  the	  extended	  	  
Hilbert	  space	  of	  6N	  dimensions	  	  



How	  to	  calculate	  Entanglement:	  	  
Swap	  

Create	  two	  new	  walkers,	  	  
keep	  all	  the	  coordinates	  the	  same	  
In	  region	  B	  



How	  to	  calculate	  Entanglement:	  	  
Swap	  



How	  to	  calculate	  Entanglement:	  	  
	  

In	  VMC,	  all	  walkers	  are	  independent,	  so	  it	  is	  unnecessary	  	  
to	  have	  two	  populaBons	  of	  walkers.	  	  
This	  come	  with	  one	  caveat:	  	  Do	  not	  swap	  a	  walker	  with	  itself	  
	  
	  

An	  esBmator	  value	  close	  to	  zero	  implies	  large	  entanglement	  
An	  esBmator	  value	  close	  to	  one	  implies	  no	  entanglement	  



Entanglement	  
of	  	  

Molecules	  



Why	  study	  molecules	  

•  The	  study	  of	  bonding	  is	  essenBally	  a	  study	  of	  
how	  electrons	  interact	  between	  two	  (or	  more)	  
regions	  of	  space	  

•  Entanglement	  gives	  properBes	  of	  how	  wave	  
funcBons	  parBBon	  between	  two	  (or	  more)	  
regions	  of	  space	  	  

	  



Bond	  order	  definiBons?	  

Standard	  Results	  

2008	  
2008	  

1986	  
2007	  



Entanglement	  and	  bonding?	  

Klitch	  PRA	  2006	  

Lower	  Bound	  

Song	  PRB	  2011	  

It	  is	  possible	  to	  determine	  entanglement	  just	  from	  the	  fluctuaBons	  of	  the	  system.	  
This	  is	  exact	  for	  non-‐interacBng	  wavefuncBons.	  



Entanglement	  and	  bonding?	  

Klitch	  PRA	  2006	  

Lower	  Bound	  

Song	  PRB	  2011	  

It	  is	  possible	  to	  determine	  entanglement	  just	  from	  the	  fluctuaBons	  of	  the	  system.	  
This	  is	  exact	  for	  non-‐interacBng	  wavefuncBons.	  

Ab-‐Inito	  	  bond	  order	  is	  related	  to	  the	  fluctuaBons	  of	  parBcles	  
between	  regions	  A	  and	  B.	  



Entanglement	  bonding	  properBes	  
The	  biparBte	  density	  matrix	  of	  the	  ground	  state	  parBcle	  in	  a	  box	  wave	  funcBon	  
Has	  two	  eigenvalues	  (1/2,1/2)	  which	  yields	  a	  value	  of	  ln(2)	  for	  the	  Renyi	  Entropy	  

1)  Comes	  from	  an	  N-‐body	  density	  matrix,	  
	  	  	  	  	  	  	  spectrum	  contains	  all	  informaBon	  
2)	  	  	  	  Rigorous	  definiBon	  of	  zero	  bonding	  	  

3)	  	  	  	  Non-‐standard	  bonding	  situaBons	  	  
4)  CorrelaBons	  and	  fluctuaBons	  cause	  
	  	  	  	  	  	  	  	  entanglement	  	  
5)	  	  	  	  Any	  space	  parBBoning	  can	  be	  used	  
6)	  	  	  	  Gives	  close	  to	  integer	  values	  for	  simple	  
	  	  	  	  	  	  	  	  bonding	  situaBons	  
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Molecular	  Results	  
All	  calculaBons	  are	  performed	  
at	  equilibrium	  posiBons	  

CASSCF	  wave	  funcBons	  

Swap	  method	  is	  unbiased	  QMC.	  
CorrelaBon	  and	  FluctuaBons	  
are	  approximate.	  

Singlet	  First	  Row	  Dimers	  

Different	  quality	  wave	  
funcBons	  tested	  for	  carbon:	  
-‐1)	  Hartree-‐Fock	  
-‐2)	  CASSCF	  (100-‐1000)	  dets	  
-‐3)	  Jastrow+CASSCF	  
-‐4)	  Jastrow+CASSCF+coeff	  opt	  
(QMCPACK)	  
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Bonding	  in	  C2	  
Hartree-‐Fock	  Entanglement	  Hamiltonian	  

-‐There	  are	  12	  eigenvalues	  total	  at	  a	  given	  distance	  
-‐The	  eigenvalue	  line	  at	  zero	  is	  4	  Bmes	  degenerate	  
-‐The	  other	  eigenvalues	  are	  doubly	  degenerate	  
-‐A	  zero	  eigenvalue	  represents	  a	  completely	  shared	  mode	  
-‐The	  further	  away	  from	  zero	  an	  eigenvalue	  line	  the	  less	  
entanglement	  it	  contributes	  	  



Bonding	  in	  C2	  

-‐Core	  electrons	  non-‐factor	  
-‐All	  valence	  electrons	  important	  
-‐InteracBng	  spectrum	  would	  be	  useful	  	  

Nature	  Chemistry	  2012	  

Hartree-‐Fock	  Entanglement	  Hamiltonian	  



Entanglement	  
of	  	  

Fermi	  Liquids	  



Entanglement	  in	  condensed	  maoer	  
systems	  

area	  law	  
	  
topological	  	  
	  
criBcal	  
	  
Fermi	  surface	  	  	  	  

• Entanglement	  has	  been	  used	  to	  study	  different	  phases	  and	  
idenBfy	  quantum	  criBcal	  points	  
• Subleading	  terms	  are	  thought	  also	  describe	  important	  physics	  
	  

Gapped	  systems	  

In	  condensed	  maoer	  systems,	  the	  entanglement	  scaling	  laws	  have	  been	  
studied	  extensively.	  



Widom	  Conjecture	  and	  other	  
Fermi	  Liquid	  predicBons	  

The	  Widom	  conjecture	  has	  been	  used	  to	  describe	  
the	  entanglement	  of	  gapless	  systems	  with	  free	  fermions	  

Li	  	  PRB	  2006	  



ProperBes	  of	  Entanglement	  
We	  considered	  two	  Hamiltonians	  for	  the	  2D	  electron	  gas	  

Wave	  funcBon:	  Slater-‐Jastrow	  
But	  we	  also	  tested	  Slater-‐Jastrow-‐Backflow	  

paramagneBc	  fluid	  

ferromagneBc	  fluid	  

Wigner	  crystal	  



Results	  

Finite	  size	  effects	  tested	  with	  50,	  137,	  261	  
electrons	  
	  
Largest	  entangled	  region	  36	  electrons	  out	  of	  
261	  
	  
Data	  is	  plooed	  such	  that	  all	  	  non-‐interacBng	  
data	  falls	  on	  the	  same	  line	  
	  
Leading	  terms	  do	  not	  follow	  the	  	  
Widom	  conjecture	  at	  low	  densiBes	  
	  
Sub-‐leading	  terms	  oscillate	  and	  decay	  	  
	  
	  

Region	  A	  

Region	  B	  



Conclusions	  
•  We	  report	  one	  of	  the	  first	  calculaBons	  to	  calculate	  

entanglement	  entropy	  for	  ab	  ini/o	  systems	  with	  coulomb	  
interacBons.	  

•  SpaBal	  density	  matrix	  contains	  informaBon	  about	  composite	  
systems.	  	  Natural	  way	  to	  calculate	  bonding	  properBes?	  

•  RenormalizaBon	  of	  the	  scaling	  laws	  occur	  when	  interacBons	  
	  	  	  	  	  	  are	  introduced	  in	  a	  Fermi-‐liquid	  
•  Many	  possibiliBes	  to	  expand	  analysis	  to	  other	  bonding	  

situaBons,	  extended	  systems,	  and	  new	  methods	  



The	  End	  


